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Основные понятия и алгоритмы группового анализа дифференциальных 

уравнений 

 

 

Введение 
 

  Групповым свойством системы дифференциальных уравнений S  называется свойство 

этой системы оставаться неизменной, когда зависимые и независимые переменные под-

вергаются преобразованиям некоторой группы преобразований G . Если это свойство 

имеет место, то говорят, что система S  допускает группу G  (или говорят, что S  инвари-

антна относительно группы G ). Значение группового свойства для интегрирования си-

стемы S  обусловлено тем, что под действием преобразования из G  любое решение си-

стемы S  переходит снова в решение этой же системы. Это позволяет использовать груп-

повое свойство для построения различных классов частных решений системы S , отыска-

ние которых сводится к интегрированию более простых систем уравнений. Кроме того, 

групповое свойство является признаком, по которому можно осуществить определенную 

классификацию систем S . 

Общая проблема исследования групповых свойств дифференциальных уравнений была 

поставлена и изучена во второй половине 19 века (1885-1895 гг. – основные публикации) 

норвежским математиком Софусом Ли. Само понятие непрерывной группы преобразова-

ний  первоначально возникло у Ли в связи с изучением методов интегрирования отдель-

ных классов обыкновенных дифференциальных уравнений. Ли и его учениками был раз-

работан аналитический алгоритм и изучен широкий круг приложений теории непрерыв-

ных групп преобразований. 

К сожалению, в дальнейшем этот раздел математики оказался забытым и остался в сто-

роне от главных путей развития теории дифференциальных уравнений. Это было вызвано, 

по-видимому, следующими обстоятельствами: 1) «произвольная» система дифференци-

альных уравнений с частными производными не допускает никакой нетривиальной груп-

пы (не состоящей из одного тождественного преобразования); 2) хотя обыкновенные 

дифференциальные уравнения всегда допускают нетривиальную группу, задача отыска-

ния этой группы оказывается равносильной задаче интегрирования самой системы; 3) вся 

теория Ли групповых свойств дифференциальных уравнений является, по существу, ло-

кальной теорией, неспособной непосредственно исследовать решения конкретных задач с 

произвольными дополнительными условиями. Эта теория изучает в основном только 

групповую структуру совокупности всех решений системы S  в окрестности некоторой 

точки. 

Однако в прикладных областях эта теория оказалась весьма плодотворной, т.е. многие 

дифференциальные уравнения конкретного вида допускают нетривиальную группу. 

Например, уравнения газовой динамики, уравнения гидродинамики (Эйлера, погранично-

го слоя, уравнения Навье - Стокса), уравнения теории упругости и пластичности, теории 

горения и детонации, магнитной гидродинамики и других прикладных физических тео-

рий. 

Трудность построения решений конкретных задач в этих теориях обусловлена главным 

образом либо нелинейностью уравнений, либо большим числом переменных (а чаще всего 

и тем и другим). Поэтому получили широкое распространение исследования, опирающие-

ся на знание отдельных классов частных решений. Например, «плоские» и «одномерные» 

(с различными видами симметрии) решения; решения типа «простых волн» в газовой ди-

намике; функционально-инвариантные решения В. И. Смирнова и С. Л. Соболева для 

волновых уравнений; автомодельные решения уравнений гидродинамики и т. д. 

В предложенных лекциях будут рассмотрены следующие основные задачи теории груп-

повых свойств дифференциальных уравнений: 



1.Понятие групп Ли точечных преобразований. Понятие инфинитезимального оператора 

групп Ли и соответствующий алгоритм Ли. Теорема Ли о восстановлении по инфинитези-

мальному оператору преобразований группы Ли в конечном виде. Теория продолжения 

точечных преобразований. Примеры конкретных преобразований и их продолжения. Ин-

вариантные многообразия и критерии их инвариантности. Понятие основной группы, до-

пускаемой системой дифференциальных уравнений, и системы определяющих уравнений 

для её вычисления (которые для части конкретных задач эффективно доводятся до конца). 

2. Использование найденной группы G  для системы дифференциальных уравнений S  с 

целью построения классов частных решений этой системы (так называемых инвариантных 

и частично-инвариантных решений). Действия преобразований найденной группы G  на 

множестве решений исследуемой системы дифференциальных уравнений S . Формулы 

производства решений. 

3. Групповая классификация системы дифференциальных уравнений S  с произвольным 

элементом по отношению к этому произвольному элементу (где в качестве произвольного 

элемента может выступать, например, заранее неизвестный числовой параметр или же за-

ранее неизвестная функция, как, например, градиент давления в правой части системы 

уравнений пограничного слоя). 

 

Часть 1. 

 

1. Определения и понятия теории групп Ли 

 

Определение. Группой ,*)(MG   называется множество элементов M  с бинарной 

операцией “ * ” между элементами множества, в которой выполнены следующие свой-

ства:  

 

1. GcbaGba  *:, - условие замкнутости относительно групповой операции 

2. e : aaeeaGa  **:  - условие существования единичного элемента 

3. eaaaaaGa   **: 111
- условие существования обратного элемента 

 

Определение. Рассмотрим множество преобразований  )(xTx a  вида ),( axfx  , 

под действием которых точка 
nRx  евклидова пространства 

nR  переводится в новое 

положение 
nRx   того же евклидова пространства 

nR . Вещественнозначный много-

мерный групповой параметр 
rRBa  ( B - открытый шар с центром в т. 

rR0 , 
rR  - 

евклидово пространство) определяет множество (семейство) преобразований, когда про-

бегает все допустимые значения в некоторой малой окрестности нуля B . Полученное 

множество преобразований  )(xTx a  образует локальную группу Ли непрерывных 

преобразований   ,
a

TGr , где групповой операцией “ ” является композиция преоб-

разований, если: 

1. 
),( ba

T
a

T
b

T


 , т. е. )),(,()),,(( baxfbaxff   - условие замкнутости отно-

сительно групповой операции (т. е. композиция преобразований группы вновь является 

преобразованием группы), где функция ),( ba  задает закон умножения в группе 

преобразований. 

2. ET 0 , т. е. xxfx  )0,(  – условие существования тождественного преобразо-

вания, отвечающего значению группового параметра 0a . 



3.  
1a : 11  

aa
TTETT aa , т. е. ),(0),( 11 aaaa     - условие суще-

ствования обратного преобразования 
1

a
T , которому отвечает значение параметра 

1a , 

так что 1
1




a
TT

a
. 

4. Функции ),( ba   и ),( axff   являются достаточное число раз дифференци-

руемыми функциями своих аргументов. 

 

Т. к. групповой параметр 
rRa , то группа преобразований   ,

a
TGr  называется 

локальной  r-параметрической группой Ли  непрерывных преобразований. Если группо-

вой параметр 
1Ra ,то мы имеем локальную однопараметрическую группу Ли непре-

рывных преобразований. 

 

Примечания:  

1. 
a

a
11 

. 

2. При преобразованиях  )(xTx a  преобразуются только точки x евклидова про-

странства 
nR , а сама система координат в пространстве не преобразуется. 

3. Из свойств 1., 2. следует, что aa )0,(  и bb ),0( . 

4. Локальная однопараметрическая группа Ли непрерывных преобразований. Локаль-

ность означает малую окрестность нуля, в которой лежит диапазон изменения группового 

параметра 
1Ra , непрерывность означает непрерывную зависимость функции ),( axf  

от группового параметра a . Часто в названии групп Ли непрерывных преобразований до-

бавляют термин точечная (группа Ли непрерывных точечных преобразований), тем самым 

подчеркивая, что преобразования зависят только от совокупности зависимых, независи-

мых переменных и группового параметра и не зависят от значений их производных. 

 

Примеры простейших преобразований: 

1. Перенос вдоль оси: axx   

а). 
b

T : )( baxbxx     baba ),( . 

б). 0a – тождественное преобразование. 

в). 
a

T
a

T
a

T 



 1

 - обратное преобразование. 

 

Рассмотрим фиксированную точку 
nRx . Множество всех ее образов )(xTx a  об-

разует локальное многообразие в 
nR . Это многообразие называется орбитой точки x  (a  

rR ). Т. о. орбита точки 
nRx  представляет собой кривую ),( axfa   в 

nR , прохо-

дящую через точку x . Касательный вектор к этой кривой в точке x  имеет вид 

0

),(
)(






aa

axf
x , где )(x  определяет касательное векторное поле 

nn RR :  

группы rG . 



Векторное поле )(x записывается также в виде линейного дифференциального опера-

тора первого порядка 
i

i

x
xX



 )(   и называется инфинитезимальным оператором од-

нопараметрической группы 1G . 

Примечание: считая функцию ),( axf  в преобразовании ),( axfx   достаточно 

гладкой (см. п. 4 определения группы Ли) из разложения в ряд Тейлора по a  (при 1a ) 

получим: )()()(
),(

0

aoaxxaoa
a

axf
xx

a









 . 

Это преобразование получило название инфинитезимального (т. е. бесконечно малого) 

преобразования. Например, для группы вращений в ),( 212 yxxxR   конечный вид 

преобразования задается формулами: 









axayy

ayaxx

sincos

sincos
 

а соответствующее инфинитезимальное преобразование имеет вид: 

 









axyy

ayxx
 

Первая теорема Ли  устанавливает соответствие между однопараметрической группой 

преобразований 1G  и ее инфинитезимальным оператором X  (касательным векторным 

полем 
nn RRx :)( ). 

Орбита точки x  является интегральной кривой уравнения Ли: )( f
da

df
 , с начальным 

условием x
a

axf 
 0

),( . Обратно: для любого гладкого векторного поля 

nn RRx :)(  и 
nRx  !  решение уравнения Ли. Это решение определяет однопа-

раметрическую группу преобразований 1G  с законом умножения вида baba ),( , 

касательное векторное поле которой совпадает с заданным полем )(x . 

Док-во. Доказательство необходимости проведем на примере группы с законом умноже-

ния (групповым свойством) baba ),( . Тогда, рассматривая в качестве группового 

параметра b  приращение a  группового параметра a , получим для нашей группы 

),()),,(( aaxfaaxff  . Отсюда из разложения в ряд Тейлора левой части по 

a  (при 1a ) в окрестности точки 0  и правой части по a  (при 1a ) в 

окрестности точки a  получим главные линейные части разложений: 

0

)),,((
)),((где),()),((

),()(

0

)),,((
)0),,(()),,((













aa

aaxff
axfaoaaxf

axfaoa

aa

aaxff
axffaaxff

def



 

)(
),(

),(),(
0

aoa
a

axf
axfaaxf

a









и  

Из этих двух разложений следует при 0a , что )),((
),(

axf
a

axf





    (1.1) 



Необходимость доказана.  

Докажем достаточность. 

Пусть ),( axff   решение уравнение Ли (1.1). Выберем фиксированное достаточно ма-

лое значение параметра a  (поскольку мы имеем дело с локальными группами Ли преоб-

разований в окрестности 0a ) и рассмотрим две функции 

)),,((),()( baxffbxfbu   

),()( baxfb   

Для них в силу уравнения Ли имеем 

),(),(
),()(

0 axfuu
db

bxdf

db

bdu
b 


   

),(),(
),()(

0 axf
db

baxdf

db

bd
b 


 


 

Т. е. функции )(bu  и )(b  удовлетворяют одному и тому же обыкновенному дифферен-

циальному уравнению первого порядка и одинаковым начальным условиям. Отсюда в си-

лу единственности решения задачи Коши следует искомое равенство )()( bbu   или 

),()),,(( baxfbaxff  . Достаточность доказана. 

Примечание 1: Из доказательства достаточности следует: 1. группы Ли преобразований 

всегда коммутативны (абелевы). 2. Для решения уравнения Ли всегда существует такая 

параметризация, что закон умножения в группе будет иметь вид baba ),( . 

Примечание 2: Умножение векторного поля   на постоянный множитель равносильно 

линейной замене группового параметра соответствующей 1G , как видно из уравнения Ли. 

Поэтому все инфинитезимальные операторы определяются с точностью до умножения на 

постоянный множитель. 

Примечание 3: Первая теорема Ли устанавливает взаимно-однозначное соответствие 

между локальным преобразованием, записанным в конечном виде ),( axfx  , и его 

инфинитезимальным аналогом axxa
a

axf
xx

a

)(
),(

0









.  Т.е. главная ли-

нейная часть )(x   в разложении конечного преобразования ),( axfx   в ряд Тей-

лора по групповому параметру a  полностью определяет исходный вид конечного преоб-

разования. 

Утверждение:  Путем замены группового параметра a  в локальной однопараметриче-

ской группе 1G  с произвольным законом умножения ),( ba  на канонический параметр 

da
a

bb

ba
a  





















0

1

0

),(~ 
   закон умножения в группе принимает вид 

baba
~~)

~
,~(~  . 

Док-во.  Представим основное групповое свойство группы Ли преобразований вида 

),( axfx   в форме  

)),(,()),,((),( baxfbaxffbxf                   (*) 

и пусть тождественное преобразование соответствует значению 0a  или 0b , т. е. 

aoa ),(  и bb ),0( . Продифференцируем левую и правую часть (*) по групповому 

параметру b : 

b

ba

c

cxf

b

bxf












 ),(),(),( 
 



Положим теперь 0b  и, учитывая, что при этом aac  )0,( , получим 

0
0

),(),(),(



























b
b b

ba

a

axf

b

bxf 
  (**) 

Заметим, что величина 1
),(

0














b
b

ba
 при 0a , поэтому при малых значениях a  

величина 0
),(

0














b
b

ba
 ввиду непрерывности. Тогда, вспомнив определение коор-

динат инфинитезимального оператора 

0

),(
)(






bb

bxf
x , запишем полученное равен-

ство (**) в виде 

   

 
da

xd

b

ba
da

xd

b

ba
x

b

b






















































1

0

0 ),(

1),(
)(




  

 

или     















 






















da
a

bb

ba
d

xd
x

0

1

0

),(

)(



   

или    
ad

xd
x ~)(


 , где новый параметр da

a

bb

ba
a  





















0

1

0

),(~ 
.  

Таким образом, относительно параметра a~  (названного каноническим) получилось урав-

нение Ли из первой теоремы Ли. Из доказательства достаточности первой теоремы Ли 

следует, что закон умножения в группе с такой параметризацией имеет искомый вид 

baba
~~)

~
,~(~  . Что завершает доказательство нашего утверждения. 

 

Рассмотрим теперь r  -параметрическую группу )}({ xTG ar  , где 
rRa , 

nRx пре-

образований. Если для каждой однопараметрической подгруппы 1G группы rG  построить 

соответствующее касательное векторное поле, то эти поля образуют r -мерное векторное 

пространство rL . Пространство rL  является алгеброй Ли относительно операции умно-

жения: 
i

ii

x
YXYXXYYX




 ))()((],[  , где ;

i

i

x
X




   

i

i

x
Y




 . 

В качестве базиса алгебры rL  можно взять векторное поле: 

0

),(
)(






aa

axf
x

 , где 

r1 , ( ),...,( 1 raaa  ). Уравнение Ли, связывающие группу rG  с ее алгеброй Ли rL , 

имеет вид следующей вполне интегрируемой системы дифференциальных уравнений в 



частных производных первого порядка: )()( faV
a

f










, r1 , xf

a


0
, где 

коэффициенты )(aV 

  определяются из закона умножения ),( ba  в группе rG : 

1

),(
)(







ab
a

ba
aV









. 

Построение преобразований группы rG  по ее заданной алгебре Ли rL  удобно прово-

дить в канонических координатах второго рода. Для этого выбирается некоторый базис 

}{   алгебры rL  и для любого базисного вектора   строится соответствующая однопа-

раметрическая группа преобразований с помощью уравнения Ли: )( f
da

df

 , 

xf
a


0 . 

Общий вид преобразования группы rG  получается перемножением преобразований по-

лученных однопараметрических групп. При этом параметры 
raa ,...,1
 выполняют роль 

координат параметрической точки a  группы rG  и задают в локальной группе rG  систе-

му координат, называемую канонической второго рода. 

 

 

2. Инварианты группы преобразований rG  

 

Определение: Функция )(xF  называется инвариантом группы rG  преобразований  

),( axfx   в 
nR , если )(xF  постоянна на rG  орбите каждой точки 

nRx ,т. е. если 

)()),(( xFaxfF  . 

Критерий инвариантности: Функция RRxF n :)(  является инвариантом однопа-

раметрической группы преобразований 1G  (с алгеброй инфинитезимальных операторов 

i

i

x
X




  , где 

0

),(







a
a

axf i
i ), тогда и только тогда, когда  

0
)(

)( 





i

i

x

xF
xFX           (2.1) 

Это утверждение следует из равенства )()(
)(

ffF
a

fF





 справедливого в силу 

уравнения Ли для любого дифференцируемого отображения 
mn RRF : . 

Любой набор 1n  функционально независимых решений )(),...(),( 121 xJxJxJ n  ли-

нейного однородного дифференциального уравнения в частных производных первого по-

рядка (2.1) образует базис инвариантов, т. е. всякий инвариант  )(xF  представим в виде 

))(),...(),(()( 121 xJxJxJÔxF n  с некоторой гладкой функцией RRÔ n 1: . 

Замечание: Уравнению (2.1): 0
)(

)( 



i

i

x

xF
x  можно поставить в соответствие харак-

теристическую систему дифференциальных уравнений:  

)(
...

)()( 2

2

1

1

x

dx

x

dx

x

dx
n

n


          (2.2) 



Эта характеристическая система имеет 1n  первый интеграл (функционально незави-

симый) iJ   ( i =1,…, 1n ), что и решает поставленную задачу построения базиса инвари-

антов для однопараметрической группы 1G . 

  Например, для плоского случая ),( 212 yxxxR   рассмотрим обыкновенное диффе-

ренциальное уравнение 1-ого порядка относительно функции )(xyy  , записанное в 

дифференциалах (характеристическая форма записи)  

    
),(),( yxQ

dy

yxP

dx
               (2.3) 

Оно равносильно уравнению в частных производных первого порядка 

   0),(),( 










y

F
yxQ

x

F
yxP       (2.4) 

в том смысле, что левая часть всякого интеграла CyxF ),( , где constC  , уравнения 

(2.3) является решением уравнения (2.4), и обратно, всякое решение ),( yxFF   уравне-

ния (2.4), приравненное произвольной постоянной, дает интеграл уравнения (2.3).  

Действительно: 0),(),( 








 dx

y

F
yxQdx

x

F
yxP  то, с учетом (2.3), имеем 

0),(),( 








 dy

y

F
yxPdx

x

F
yxP , след., 0)(),( 









 dy

y

F
dx

x

F
yxP ,     

т. е. при 0),( yxP  имеем 0),( yxdF , след., CyxF ),( , где constC  .  

 

Примеры в плоскости ),( 212 yxxxR  :  

1) Перенос вдоль оси Ox : 

         









yy

axx
, Ra  

x
X




  (или 

yx
X









 01 );  

характеристическая система: 
01

dydx
    инвариант yJ  . 

2) Вращение в плоскости на угол a : 

      









axayy

ayaxx

sincos

sincos
   

y
x

x
yX









    

  Характеристическая системa  
x

dy

y

dx


    constyx  22

   
22 yxJ    

  Всякий инвариант )(),( 22 yxÔyxF  . 

3) Неоднородное растяжение в 3-х мерном пространстве ),,(3 yxtR : 















yey

xex

tet

a

a

a2

, Ra    
y

y
x

x
t

tX













 2     



Характеристическая система: 
y

dy

x

dx

t

dt


2
   инварианты 21, J

t

y
J

t

x
    

Общий инвариант );(),,(
t

y

t

x
ÔyxtF  . 

 

Теорема.  Любая однопараметрическая локальная группа 1G  преобразований 

),( axfx   в пространстве 
nR  некоторой невырожденной заменой переменных 

)(~~ xixix  , ni ,...,1  приводится к группе переносов вдоль оси 
nx~ . 

Док-во. Запишем инфинитезимальный оператор 
i

i

x
xX



 )(  однопараметрической 

локальной группы 1G . Из формул преобразования производных при замене переменных 

ixix

ix

ix ~

~













 следует вид преобразованного оператора 

ix

ixXX
~

)~(
~




 . Теперь 

выберем любой набор 1n  функционально независимых инвариантов группы 1G  - 

)(),...(),( 121 xJxJxJ n  в качестве первых 1n  новых переменных 
1~,...,1~ nxx , а 

переменную 
nx~  найдем из решения уравнения 1)~( nxX . Тогда полученная система 

функций )(~~),(1~),...,(1~
11 xnxnxxJnxxJx n    будет функционально незави-

симой и даст искомую замену переменных. Потому что в этих переменных искомый 

оператор примет вид 
nxix

ixXX
~~

)~(
~









 , т. е. оператор X

~
 является оператором 

переноса вдоль оси 
nx~ . Что и требовалось доказать. 

 

 

Примеры наиболее часто встречающихся групп преобразований на плоскости 

),( 212 yxxxR   приведены в Таблице № 1. 

 

Таблица №1 

Исходное преобразование Соответствую-

щий инфините-

зимальный опе-

ратор 

Инвариант 

преобразова-

ния 

Замена переменных 

),,(~~),,(~~ yxyyyxxx 

приводящая к оператору 

переноса 
x

X ~


   

Преобразования переноса: 

По yyaxxx  ,:  

 

По ayyxxy  ,:  

 

Вдоль прямой 0 lykx  

kayylaxx  ,  

x
X




  

y
X




  

y
k

x
lX











 

yJ   

 

 

xJ   

 

 

lykxJ   

 

yyxx  ~,~  

 

 

xyyx  ~,~  

 

 



lykxy
l

x
x  ~,~  

Преобразование вращения: 









axayy

ayaxx

sincos

sincos
  

 

y
x

x
yX











 

 
22 yxJ   

22~

,~

yxy

y

x
arctgx




 

Преобразование Лоренца: 









ashxachyy

ashyachxx
  

 

y
x

x
yX











 

 
22 xyJ   

22~

,ln
2

1~

xyy

xy

xy
x








 

Преобразование Галилея: 

yyayxx  ,  x
yX



  

 

yJ   yy
y

x
x  ~,~  

Преобразование однородно-

го растяжения: 
aa eyyexx  ,  

 

 

y
y

x
xX











 

 

y

x
J   

 

y

x
yxx  ~,ln~  

Преобразование неоднород-

ного растяжения: 
kaa eyyexx  ,  

 

 

y
ky

x
xX











 

 

y

x
J

k

  

 

y

x
yxx

k

 ~,ln~  

Проективное преобразова-

ние: 

ax

y
y

ax

x
x







1
,

1
 

 

 

y
xy

x
xX










 2

 

 

 

y

x
J   

 

 

y

x
y

x
x  ~,

1~  

 

 

 

 

 

 

 

3. Инвариантные многообразия 

 

 

      Рассмотрим   )( sN   - мерную поверхность 
NRM  , заданную системой уравне-

ний: 

 

0)(,...,0)(1  xFxF s , где Ns                                        (3.1) 

 

(считаем, что это задание поверхности является регулярным, т.е. ранг матри-

цы s
x

F

M

i

k 



, где Nisk  1,1 ). 

Определение: Поверхность M  называется инвариантной относительно группы G  преоб-

разований вида ),( axfx  , если любая точка  Mx  перемещается преобразованием 



),( axf  в точку Mx  . Другими словами, если x  - решение системы (3.1), то 

),( axfx   - тоже решение (3.1) или 0)( xFk , sk 1 . 

Поэтому часто говорят, что система уравнений (3.1) инвариантна относительно группы G  

или, что система уравнений (3.1) допускает группу G . 

     Теорема 1. Система уравнений (3.1) инвариантна относительно группы G  тогда и 

только тогда, когда 

0
MkXF , sk 1 , 

где 
i

i

x
X




   - инфинитезимальный оператор группы G . 

      Теорема 2. Поверхность M , инвариантная относительно группы G , может быть зада-

на системой уравнений вида: 

0))(),...,(( 11   xJxJ Nk , sk 1 , 

где функции )(),...,( 11 xJxJ N  образуют базис инвариантов группы G , если инфинитези-

мальный оператор группы G  не равен 0 в точках поверхности M . 

      Замечание:  1) Если инфинитезимальный оператор 
0x

X = 0 в точке 0x , т.е. 

0)( 0 xi , тогда 0x  - неподвижная точка, т.е. 00 xx 


 (пример – группа вращений с 

оператором 
y

x
x

yX








  в точке )0,0(0 x  - неподвижная точка). 

2) Понятно, что инвариантное многообразие M  может быть и кривой на плоскости. 

3) Пример инвариантного многообразия M :  параболоид вращения: (*) 



N

i

ixx
2

21 0)(  

в пространстве 
nR . 

Многообразие (*) - инвариантно относительно однопараметрической группы 1G  неодно-

родных растяжений с инфинитезимальным  оператором 

N

N

x
x

x
x

x
xX














 ...2

2

2

1

1
  (**). 

Выполнение условий теоремы 1 следует из равенства 

0))((2))((

2

21
2

21

0)(2

21

2

21

0)(







 
 

N

i

i

N

i

i

xx

N

i

i
N

i

i

xx
xxxxX . В частности из этого равен-

ства видно, что левая часть уравнения (*) не является  инвариантом. 

Теперь найдем базис инвариантов (**). 
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Из (*) следует после деления на 
1x : 



0)(1
1

1

 




N

i
i xJ    1)(...)( 11   xJxJ N  

- представление многообразия (*) в инвариантной форме (виде). 

Отметим, что  инвариантное представление многообразия (*), конечно, не единственно.  

 

 

 

 

4. Вычисление группы, допускаемой системой дифференциальных уравнений: 

 основные понятия, формулы продолжения, определяющие уравнения, примеры вычисле-

ния допускаемых групп. 

 

     Группа точечных преобразований характеризует свойства симметрии дифференциаль-

ного уравнения (системы дифференциальных уравнений)  и используется для его полного 

интегрирования или построения отдельных классов точных  решений или  качественного 

исследования как самого уравнения, так и краевых задач на его основе. 

     В качестве примера для иллюстрации основных понятий и этапов отыскания допускае-

мой группы  преобразований рассмотрим известное уравнение теплопроводности: 

0 xxt uu      (4.1) 

Уравнение (4.1)- это линейное однородное дифференциальное уравнение в частных про-

изводных второго порядка с одной искомой функцией u  и двумя независимыми перемен-

ными xt, . Нетрудно заметить, что уравнение (4.1) не изменяется при следующих типах 

преобразований зависимых и независимых переменных (т.е. 0 xxt uu  переходит в 

0  xxt uu ): 

1. uuxxatt  ,,  – переносы по времени. 

2. uuaxxtt  ,, – переносы по пространственной координате. 

3. ),(,, xtauuxxtt  ,  где ),( xt  - любое решение уравнения (4.1) (прин-

цип суперпозиции решений линейного однородного уравнения). 

4. ueuxxtt a ,, – факт того, что функция u  в (4.1)  определена с точностью до 

умножения на отличную от нуля постоянную. 

 

     Про всякое преобразование, переводящее данное дифференциальное уравнение в рав-

носильное уравнение того же вида, говорят, что это преобразование допускается рассмат-

риваемым дифференциальным уравнением. Таким образом, приведенные четыре однопа-

раметрические группы преобразований допускаются уравнением теплопроводности (4.1). 

Причем их  нахождение не требует знания техники вычисления допускаемой группы. Од-

нако следующее однопараметрическое семейство преобразований уже вряд ли может быть 

найдено из общих соображений без знания техники вычисления допускаемой группы: 

5. 
)( 2

,2, taaxueuatxxtt  . 

Для проверки наличия преобразования вида 5.  у уравнения теплопроводности (4.1) нам 

потребуется знание формул преобразования производных при точечной замене перемен-

ных (см. приложение 2), из которых мы находим: 
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    (*) 

Откуда следует, что 
)( 2

)( taax

xxtxxt euuuu 

  , но так как 00   xxtxxt uuuu . Т.е. действитель-

но преобразование вида 5.  переводит (оставляет инвариантным) уравнение теплопровод-

ности  само в себя. 

 

      Одним из возможных нетривиальных применений допускаемых групп преобразований 

является тот факт, что они переводят любое решение рассматриваемого дифференциаль-

ного уравнения снова в решение этого же уравнения (так  называемые формулы производ-

ства решений). Продемонстрируем это свойство на примере преобразования 5. Пусть дано 

некоторое решение ),( xtu   уравнения теплопроводности. Так как в преобразованных  

(штрихованных) переменных uxt  ,,  уравнение (4.1) имеет тот же вид, то запишем ре-

шение ),( xtu   в штрихованных переменных ),( xtu   . Подставим сюда выраже-

ние для uxt  ,,  из (5.) и, разрешив полученное равенство относительно u , получим: 

)2,(
2

atxteu taax    . 

Эта формула определяет однопараметрическое семейство решений. Например, из стацио-

нарного решения уравнения теплопроводности xu   получаем семейство нестационар-

ных решений  

taaxeatxu
2

)2(  , где Ra . 

Подводя итог этому введению, мы можем сказать, что сейчас мы знаем пять различных 

групп однопараметрических  преобразований, допускаемых уравнением теплопроводно-

сти (в действительности в формуле ),( xtauu   содержится бесконечно много од-

нопараметрических групп, так как имеется бесконечно много независимых решений 

),( xt  уравнения (4.1)). Возникает вопрос, исчерпываются ли ими все допускаемые 

группы точечных преобразований. Если нет, то как найти остальные и доказать, что 

найдены все преобразования, допускаемые уравнением теплопроводности и образующие 

группу. Эффективный ответ на этот вопрос дает подход, основывающийся на 1).  диффе-

ренциально-алгебраической трактовке дифференциальных уравнений как поверхностей 

(многообразий) в продолженном (на производные от u  по xt, ) пространстве, 2). на  кри-

терии инвариантности алгебраических поверхностей (многообразий) относительно дей-

ствия инфинитезимального оператора X , порождаемого данной группой G ,  3). на по-

строении  формул продолжения координат инфинитезимального оператора X  на первые, 

вторые и, если необходимо, более высокого порядка производные. 

     В качестве наглядной иллюстрации такого подхода вернемся вновь к однопараметри-

ческой подгруппе 5., допускаемой уравнением теплопроводности. Во-первых, будем рас-

сматривать уравнение теплопроводности (4.1) как 5-тимерную  гиперплоскость в про-

странстве алгебраически независимых переменных ),,,,,(6

xxxt uuuuxtR . Инвариант-

ность уравнения (4.1) относительно преобразований 5. означает инвариантность указан-

ной 5-тимерной гиперплоскости в 
6R  относительно продолженных преобразований, зада-

ваемых  формулами 5. и (*). Но так как последние образуют группу, то справедлив инфи-

нитезимальный    критерий инвариантных многообразий (Теорема 1), что сейчас и будет 

проверено: 



а)  выпишем по 5.  инфинитезимальный оператор ux xutX  2 . 

б) при помощи (*) найдем второе продолжение
xxxt uxxuxut uuuXX  ~~~

2

, где ко-

ординаты xxxt uuu ~,~,~  находятся согласно общему определению координат инфинитези-

мального оператора по формулам: 
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Таким образом, 
xxxt uxxxuxuxtux uxuuxuuxuxutX  )2()()2(2

2

 

(Примечание: Действие дважды продолженного оператора X
2

 не указано на вторые про-

изводные ttu  и txu , так как эти величины не задействованы в уравнении (4.1),  формулах 

5. и (*) ). 

в) Подействуем согласно критерию инвариантности многообразия оператором X
2

 на 

многообразие (4.1) при условии выполнения связей, накладываемых многообразием (4.1) 

(при этом все величины xxxt uuuuxt ,,,,,  за вычетом связи, накладываемой многообрази-

ем (4.1), – считаются независимыми): 

)()2(

)2()()2()()2()(
2

txxxxx

xtxxtuxxxxxtuxtxxt

uuxuxu

uxuuuuxuuuuxuuu
xxtX





С учетом (4.1) имеем 0))(()(
0

02



 xxt

xxt
uutxxxxt

uu

uuxuuX , что и означает вы-

полнение критерия инвариантности для многообразия  (4.1). 

     Эта же схема, проведенная в обратном порядке, т.е. от уравнения 

0)(
02




xxt
uu

uuX
xxt

 к координатам инфинитезимального оператора 

uxt uxtuuxtxuxttX  ),,(~),,(~),,(
~

, позволяет найти все допускаемые уравне-

нием (4.1) группы точечных преобразований. 

 

     Перейдем теперь к построению регулярного алгоритма нахождения группы Ли точеч-

ных преобразований (основной группы), допускаемых рассматриваемым дифференциаль-

ным уравнением (системой дифференциальных уравнений).  Как видно из вышесказанно-

го, существенным шагом на этом пути является умение строить координаты продолжен-

ного оператора 
p
X , где p  - порядок системы дифференциальных уравнений. 

Для этого будем различать следующие наборы переменных 

},...{},{},{},{
21



iji

i uuuuuuxx  ., где индекс mni  1,1  . Эти пере-

менные считаются алгебраически независимыми, но связанными дифференциальными со-

отношениями: 



),...()(),(  uDDuDuuDu ijijijii   

с помощью операторов “полного” дифференцирования по переменной 
ix : 
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Из этих формул видно, что должны выполняться условия симметричности 


jiij uu   и т.п. 

      Операторы дифференцирования iD  «обрываются»  при действии ими на функции от 

конечного набора переменных ,...,,
1
uux  и, следовательно, корректно определены на мно-

жестве всех гладких функций от любого конечного набора указанных переменных. Будем 

считать эти функции аналитическими. 

     Величины 
ix  называются независимыми переменными; 

u - дифференциальными пе-

ременными; ,..., 

iji uu  - первыми, вторыми и т.д. производными этих дифференциальных 

переменных. Всякая  аналитическая функция конечного набора  переменных ,...,,
1
uux  

называется дифференциальной функцией. Максимальный порядок “ p ” производной 
p
u , 

входящей в дифференциальную функцию, называется порядком этой функции. Множе-

ство всех дифференциальных функций обозначим  A . 

     Пусть AF  - дифференциальная функция порядка p . 

 Уравнение        0),...,,,(
1


p
uuuxF      (4.2) 

задает некоторую поверхность в пространстве переменных 
p
uuux ,...,,,

1
. Будем рассматри-

вать уравнение (4.2)  вместе со всеми его дифференциальными следствиями 

,...0,0  FDDFD jii         (4.2’) 

и говорить, что уравнение (4.2) вместе с (4.2’)  задает дифференциальное многообразие 

 F . Аналогично рассматривается дифференциальное многообразие, заданное системой 

уравнений 

0),...,,(,...,0),...,,(
1

1 
sp

s
p

uuxFuuxF .   (4.3) 

      Теперь, чтобы перейти от дифференциального многообразия к понятию дифференци-

ального уравнения, необходимо указать, что будет пониматься под решением дифферен-

циального уравнения. Например, классическим решением уравнения (4.2)  называется до-

статочное число раз дифференцируемая функция )(xu  такая, что  при подстановке 

вместо величин ,...,, 

iuu  функций ,...),(
ix

x


 
 

  равенство (4.2) выполняется тожде-

ственно по x . Вместо классических решений можно рассматривать также обобщенные 

решения. В любом случае понятие дифференциального уравнения включает в себя в каче-

стве составных элементов дифференциальное многообразие и определение решения. При 

вычислении допускаемой группы мы как бы забываем про решение и воспринимаем диф-

ференциальные уравнения просто как дифференциальные многообразия. Тогда мы можем 

смотреть  на (4.2) (или (4.3))  как на обычные алгебраические (недифференциальные) си-

стемы уравнений, задающих многообразие в продолженном  пространстве, и использовать 

инфинитезимальный критерий  инвариантности многообразия относительно  необходимое 

количество раз продолженного инфинитезимального оператора
p
X . 



     Перейдем теперь к построению рекуррентных зависимостей для координат продол-

женного оператора 
p
X .  

 

 

 

5. Формулы продолжения точечных преобразований 

 

     Запишем точечные преобразования независимых  
ix  и зависимых (дифференциальных) 

u  переменных в виде: 
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   (5.1) 

 Предполагая выполненным для функций f и   групповое свойство для однопараметри-

ческих групп: где ),()),,((),,()),,((),,( bazbazbazfbazffuxz   ;  

Запишем инфинитезимальный оператор X  группы точечных преобразований G  в виде: 
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Нас интересует продолжение действия оператора X  на первые производные 
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Для вывода продифференцируем 2-ое соотношение в (5.1) по переменной 
ix  
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(5.4) 

получим для левой части равенства (5.4): 
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, т. к. )(xuu    

для правой части равенства (5.4): 
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Приравнивая преобразованную левую часть соотношения (5.4) правой части, получим: 
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Отсюда, разрешая полученную линейную алгебраическую систему (5.5) mn   уравнений 

относительно  mn   неизвестных 
jx

u
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, получим зависимости вида: 
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Линейная система (5.5) всегда имеет единственное решение при достаточно малых значе-

ниях параметра a . Действительно, при 0a  имеем
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 обратима при малых значениях пара-

метра a . 

 Для нахождения координат 
i  первого продолжения инфинитезимального оператора 

1
X  

продифференцируем обе части системы (5.5) по параметру a  в точке 0a . Учитывая  
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Обозначив для краткости написания 
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где оператор полного дифференцирования ...
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ван нами для сокращения записи и его действие оканчивается  на дифференцировании 

u


 в данном случае. 

Из (5.6) получаем искомую формулу продолжения на первые производные (точнее коор-

динаты 
 i  продолженного оператора 
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X ): 
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Как видно из (5.7), для построения первого продолжения оператора нужно знать лишь ко-

ординаты 
 ,i

  исходного инфинитезимального оператора   X . 

 Совершенно аналогично строятся второе, третье и т.д. продолжения оператора X . 

Например, для часто используемого второго продолжения имеем: 
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Причем в данном случае действие оператора jD  на координаты 
 i  заканчивается диф-

ференцированием 


iu


, а действие на  координаты 

k  членом 
u


. 

 



Пример построения координат продолженного оператора  

для случая обыкновенных производных 

 

Для более глубокого понимания сути проделанных выкладок покажем алгоритм построе-

ния продолженных операторов на примере одной функции )(xuu   одной переменной x  

(т. е. для случая обыкновенного дифференциального уравнения). 

Пусть точечные преобразования независимой переменной x  и зависимой (дифференци-

альной) переменной u  заданы в форме: 
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Запишем инфинитезимальный оператор X  группы точечных преобразований G  в виде: 

u
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x
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где координаты оператора X определяются формулами 
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Выпишем согласно общим правилам формулы преобразования первой производной 
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 и 

второй производной 
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
 под действием преобразования (5.8). Для этого продифферен-

цируем левую и правую часть второго соотношения в (5.8) по переменной x , получим: 
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Правая часть равна 
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Поэтому  
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разования первой производной (5.11) (для краткости правую часть в найденном законе 

преобразования первой производной  будем обозначать функцией ),,,( a
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Как видим, в случае одной функции ( 1m ) одного аргумента ( 1n ) система линейных 

уравнений (5.5) сводится к одному уравнению с одной неизвестной величиной 
xd

ud




, ре-

шение которого имеет вид (5.11).  

Для записи закона преобразования производных первого и более высокого порядка удоб-

но использовать оператор (“символ”) полного дифференцирования jD , который в случае 



одной функции одного аргумента примет вид  ...
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Аналогично для случая преобразования  второй производной получим 
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Ряд формул (5.11), (5.12) без труда может быть продолжен на случай производных более 

высокого порядка, чем второй. 

Таким образом, мы нашли формулы преобразования первых (5.11) и вторых (5.12) произ-

водных искомой функции по заданному закону преобразования (5.8) самой функции u  и 

независимой переменной x . Совокупность формул (5.8)+(5.11) дает нам первое продол-

жение 
1
G  заданной группы точечных преобразований G , действующее уже в простран-

стве трех переменных ),,(3
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uxR . Добавление формул (5.12) к формулам (5.8)+(5.11) 

дает нам дважды продолженную группу  
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G , действующую в четырехмерном простран-

стве ),,,(
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uxR . Получим теперь - по известным в конечном виде законам преоб-

разования первых (5.11) и вторых (5.12) производных - выражения для координат первого 

продолжения 
1
X и второго продолжения 

2
X исходного инфинитезимального оператора 

X . По определению координаты инфинитезимального оператора X - суть главные ли-

нейные части в разложении исходного преобразования (5.8) в ряд по малому параметру 

a .  Поэтому  инфинитезимальное преобразование исходных переменных  ),( ux - аналог 

исходного преобразования (5.8) для бесконечно малых значений параметра a  - имеет вид:  
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Подставим теперь формулы (5.13) в выражение (5.11) для преобразования первой произ-

водной и, пренебрегая членами порядка )(ao , получим инфинитезимальный аналог зако-

на  преобразования первой производной: 
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Т. о. инфинитезимальное преобразование первой производной дается формулой 
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Следовательно, инфинитезимальный оператор продолженной группы 
1
G  равен: 
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Аналогично, подставив формулы (5.13) в выражение (5.12) для преобразования второй 

производной и, пренебрегая членами порядка )(ao , получим инфинитезимальный аналог 

закона  преобразования второй производной: 
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Следовательно, инфинитезимальный оператор дважды продолженной группы 
2
G  равен: 
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Формулы (5.15) и (5.17) дают нам алгоритм построения первого 
1
X и второго 

2
X продол-

жения инфинитезимального оператора X исходной группы точечных преобразований G . 

Аналогично может быть выписано k -ое продолжение 
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X  инфинитезимального оператора 

X . 

Выпишем в развернутом виде выражения для наиболее часто используемых в приложени-

ях координат 1 , 2  дважды продолженного оператора X : 
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Для k - ого продолжения  kkk
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мального оператора X  соответствующая координата k  вычисляется по следующей ре-

куррентной формуле: 

)()( 1  D
dx

ud
D

k

k

kk           (5.20) 

 

6. Определяющие уравнения 

 

     Перейдем теперь к алгоритму вычисления  основной группы точечных преобразований, 

допускаемых системой уравнений (4.3). Эту систему мы иногда для краткости будем за-

писывать в виде векторного уравнения (4.2), подразумевая, что F


 - вектор с компонента-

ми sFF ,...,1 ,  причем максимальный порядок входящих в них производных 
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 . Как уже отмечалось, через  F  будем обозначать дифференциальное мно-

гообразие, определяемое этой  системой вместе со всеми дифференциальными следствия-

ми (4.2’). 

      Так как в уравнения (4.3) входят производные до порядка )(max
1

i
si

pp


  включитель-

но (хотя некоторые из skFk 1,  могут зависеть от производных меньшего порядка), то 

необходимо продолжить преобразования 
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“ p ” раз дифференцируя второе соотношение в (*) аналогично тому, как это делалось при 

выводе формул продолжения преобразований в разделе 5. Если преобразования (*) обра-

зовывали однопараметрическую группу G , то в результате продолжения получим одно-

параметрическую группу, которую мы обозначим 
p

G и которая действует на все перемен-

ные 
p
uuux ,...,,,

1
. Инфинитезимальным оператором этой “ p ” раз продолженной группы 
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G  будет оператор 
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полученный путем p -кратного продолжения оператора X  группы G . Формула для 

высших продолжений оператора аналогична формуле вторых продолжений и дается сле-

дующей зависимостью в цепочке рекуррентных соотношений: 

для 1-го продолжения: )()( j

ijii DuD     

для 2-го продолжения )()( k

jkiijij DuD     
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для k-го продолжения  )()(
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     Будем говорить, что система дифференциальных уравнений (4.3) допускает группу G  

точечных преобразований (*), если дифференциальное многообразие  F  инвариантно 

относительно продолженной группы 
p

G . Переформулировав теорему и критерий инвари-

антности многообразий, получим следующую теорему. 

Теорема. Система дифференциальных уравнений (4.3) допускает основную группу G  с 

инфинитезимальным оператором X  тогда и только тогда, когда выполняются условия: 

skFX k
Fp

,...,1где,0)(
][

        (6.1) 

     Эта теорема вместе с первой теоремой Ли (о восстановлении конечного вида преобра-

зований по координатам инфинитезимального оператора) сводит задачу отыскания всех 

однопараметрических групп, допускаемых данной системой дифференциальных уравне-

ний, к решению системы уравнений (6.1), называемых поэтому определяющими уравне-

ниями. Согласно формулам 1-го, 2-го, … , k-го продолжения определяющие уравнения 

(6.1) представляют собой систему линейных однородных дифференциальных уравнений 

относительно координат 
 ,i

 оператора X . Но так как эти координаты ищутся как 

функции от ux,  ( ),();,( uxuxii    ), а в определяющие уравнения входят 

также и производные 
p
uu,...,

1
, то полученная система однородных дифференциальных 

уравнений относительно 
 ,i

 будет переопределенной, что заметно облегчит их реше-

ние. Рассмотрим несколько примеров вычисления допускаемой группы, где в качестве ис-

ходного дифференциального уравнения  будем рассматривать: а). нелинейное обыкновен-

ное дифференциальное уравнение второго порядка, б). линейное уравнение в частных 

производных второго порядка - уравнение теплопроводности, часть группы преобразова-

ний которого мы уже нашли ранее из общих соображений. 

 

7. Вычисление основной группы  точечных преобразований, допускаемой 

нелинейным обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка 

 

Будем, как уже было определено, говорить, что обыкновенное дифференциальное уравне-

ние первого порядка  

0),,( 
dx

du
uxF      (7.1) 

допускает основную группу G , если уравнение (7.1), рассматриваемое как уравнение 

двухмерной плоскости в пространстве трех независимых переменных ),,(3

dx

du
uxR , инва-

риантно относительно продолженной группы 
1
G . 

Аналогично обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка  
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
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допускает основную группу G , если уравнение (7.2), рассматриваемое как уравнение 

трехмерной плоскости в пространстве четырех независимых переменных 

),,,(
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2
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dx

ud

dx

du
uxR , инвариантно относительно дважды продолженной группы 

2
G . 



Данное определение аналогичным образом обобщается на дифференциальные уравнения 

более высокого порядка. 

Критерий инвариантности (6.1) для случая обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка (7.2) записывается в виде 
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где координаты 21,  дважды продолженного оператора 
2
X вычисляются по формулам 

(5.18), (5.19). Определяющее уравнение (7.3) служит уравнением для определения иско-

мых координат ),(),,( uxux   исходного инфинитезимального оператора X  

допускаемой группы точечных преобразований. 

Для упрощения выкладок будем рассматривать обыкновенные дифференциальные урав-

нения второго порядка, записанные в разрешенном относительно старшей производной 

виде: 
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В этом случае определяющее уравнение (7.3) после подстановки значений 21,  из фор-

мул (5.18), (5.19) и замены 
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ud
 на правую часть уравнения (7.4) принимает вид: 
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Отметим, что в уравнении (7.5) функция ),,(
dx

du
uxf  - известная из уравнения (7.4) функ-

ция своих аргументов (так называемая правая часть). Определяющее уравнение (7.5) слу-

жит для определения двух неизвестных функций ),(),,( uxux   .  Поскольку 

определяющее уравнение (7.5) содержит, помимо искомых функций 

),(),,( uxux    и частных производных от них, еще и величины 
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 является независимой переменной в пространстве 
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uxR , то определяющее уравнение будет “расщепляться” на четыре незави-

симых уравнения соответственно числу степеней  независимой переменной 
dx

du
. В ре-

зультате получим переопределенную систему четырех линейных дифференциальных 



уравнений в частных производных второго порядка относительно двух неизвестных 

функций ),(),,( uxux   . Решив эту систему, мы найдем выражения для коорди-

нат ),(),,( uxux    искомого инфинитезимального оператора X , т. е. найдем 

все допускаемые рассматриваемым о/д/у (7.4) операторы. 

Рассмотрим в качестве примера обыкновенное дифференциальное уравнение второго по-

рядка вида:  
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dx

du

xdx

ud


1
2

2

      (7.6) 

где правая часть 
ue

dx

du

x
uxf 

1
),( . Тогда определяющее уравнение (7.5) запишется в 

следующей форме: 
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Левая часть этого уравнения является многочленом третьей степени относительно пере-

менной 
dx

du
. Поэтому для выполнения условия равенства нулю левой части при любых 

значениях независимой переменной 
dx

du
 нам потребуется приравнять нулю коэффициенты 

при различных степенях 
dx

du
(здесь необходимо заметить, что остальные независимые пе-

ременные нашего четырехмерного пространства ),,,(
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2
4

dx

ud

dx

du
uxR  в уравнении явным 

образом не участвуют, т. к. 
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ud
 заменена на по критерию инвариантности на равную ей 

правую часть 
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x
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1
),( , а независимые переменные ux,  в уравнение явным 

образом не входят). Таким образом, полученное определяющее уравнение “расщепляется” 

на четыре независимых уравнения: 
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Выполним теперь интегрирование полученной системы (7.7)-(7.10) четырех линейных 

дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка относительно 

двух неизвестных функций ),(),,( uxux   .  Из уравнений (7.7) и (7.8) интегри-

рованием по переменной u  получаем 
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Подставим эти выражения для координат  ,  в уравнения (7.9) и (7.10). Сначала заме-

тим, что  и   зависят от независимой переменной u  как полиномы первой и второй 

степени соответственно, а в левые части уравнений (7.9) и (7.10) входит 
ue ; поэтому, 

должны выполняться равенства 
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Первое из них дает 0)( xp , т. е. )()( xax  , с учетом которого второе равенство за-

писывается в виде 
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Расщепляя полученное условие относительно независимой переменной u , найдем, что 
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Таким образом, )()( xax   и 
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d
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
. Подставляя эти выражения в (7.9) получим 

о/д/у второго порядка: 
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  xCxxCa 21 ln  . При этом оставшееся уравнение (7.10) вы-

полняется тождественно. 

Итак, мы получили общее решение определяющих уравнений (7.7)-(7.10) в виде: 

xCxxC 21 ln  , 

  21 ln12 CxC  ,  где 21,CC  - произвольные постоянные. 

Ввиду линейности определяющих уравнений общее решение представляется в виде ли-

нейной комбинации двух независимых решений, отвечающих наборам произвольных по-

стоянных 0,1 21  CC  и 1,0 21  CC : 
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Это означает, что исходное уравнение (7.6) допускает два линейно независимых операто-

ра: 
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и что множество всех допускаемых операторов является двухмерным векторным про-

странством с базисом (7.11). Более того, оказывается, что множество решений определя-

ющего уравнения образует алгебру Ли с бинарной операцией – коммутатором любой пары 

операторов вида: 
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Из определения коммутатора следует, что он 

1). Билинеен      22112211 ,,, XXcXXcXcXcX   

2). Антисимметричен    XXXX ,, 11   

3). Удовлетворяет тождеству Якоби: 

         0,,,,,, 213132321  XXXXXXXXX  

По определению, алгеброй Ли операторов называется векторное пространство L , в кото-

рое наряду с любыми двумя операторами LXX 21,  входит также их коммутатор 

  LXX 21, .  

В нашем случае алгебры Ли 2L , образованной операторами (7.11) 221, LXX  , коммута-

тор   2221, LXXX  , т. е. мы имеем двухмерную алгебру Ли. 

Замечание: Приведенная выше процедура отыскания допускаемой алгебры Ли операто-

ров, основанная на использовании определяющего уравнения, оказывается практически 

неэффективной применительно к обыкновенным дифференциальным уравнениям первого 

порядка. Действительно, выпишем определяющее уравнение для уравнения первого по-

рядка вида  ),( uxf
dx

du
 : 

0)()),(( 2

),(1
































 u

f

x

f
f

u
f

xux
uxf

dx

du
X

uxf
dx

du



 (7.13) 

В уравнение (7.13) уже не входит явным образом переменная 
dx

du
 и поэтому не происхо-

дит “расщепления” определяющего уравнения на несколько уравнений, образующих пе-

реопределенную систему. При заданной функции ),( uxf  определяющее уравнение (7.13) 

представляет из себя линейное дифференциальное уравнение в частных производных пер-

вого порядка относительно двух неизвестных функций ),(),,( uxux   , которое 

имеет бесконечное множество решений. Поэтому, всякое обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение первого порядка допускает бесконечномерную алгебру Ли операторов. 

 

 

 

8. Вычисление группы  точечных преобразований, допускаемой 

уравнением линейной теплопроводности: 

 

,0 xxt uu  где  xtuu ,    (8.1) 

Запишем инфинитезимальный оператор искомой допускаемой группы G  в общем виде: 

    


ux

i uxuxX i  ,, , в нашем случае 12,  i . Приняв для упрощения 

дальнейших выкладок следующие обозначения координат инфинитезимального оператора 

uuuxxxtxt  112211 ,~;,~;,
~

 , получим вид искомого оператора 



uxt uxtX  ~~~
,    где    uxt

u

x

t

,,

~

~

~

  (8.2) 

Далее, учитывая наличие в (8.1) производных xxt uu , , нам необходимо выписать 2-е про-

должение оператора X .  

     Вспомним формулы теории продолжения: 

               

 
iji uijuiXX 2 ,                      (8.3) 

                  jijii DuD    ,                        (8.4) 

                  k

jikijij DuD                            (8.5) 

              ... 



j
i uijuixi uuD ,                 (8.6) 

В нашем случае: 1 , поэтому этот индекс можно опустить. Индекс 2,1i  и, согласно 

принятым ранее обозначениям,  1i  соответствует переменной t ; 2i  соответствует 

переменной x . Соответственно tu~1  ,   xu~2  ,    xxu~22  . 

     Вычислим ),,,,(~~
xttt uuuxtuu   при помощи (8.4):  

     

              .где,~~~~~~

~~~~

utttuttxutttutt

txtttt

uDxuxututuuuu

xDutDuuDu




 

     Теперь вычислим координату продолженного оператора xu~ , где 

 xtxx uuuxtuu ,,,,~~  , при помощи формул продолжения (8.4): 

     

              .где,~~~~~~

~~~~

uxxxuxxxuxxtuxx

xxxtxx

uDxuxututuuuu

xDutDuuDu




 

Остается вычислить координату xxu~  второго продолжения оператора X  при помощи 

формул (8.5) с использованием найденной координаты xu~ : здесь 

xt uxxuxtuxxx uuuD   





))~()~(())
~

()
~

(()~()~()~()~(

)~()
~

()~(~

xuxututuuuuuuuu

xDutDuuDu

uxxxxuxxxtxuxxxuxtxuxxx

xxxxxtxxxx

xt

 

(подставим найденное выше выражение для xu~ ) 

))~()~(())
~

()
~

(())~()~()
~

()~((

))
~

()
~

(()))~()~(())
~

()
~

(()~(

)~(())~()~(())
~

()
~

(()~()~(

2 xuxututuxuxtuuu

tutuxuxututuuu

uuxuxututuuuu

uxxxxuxxxtuxxutuxx

uxxxtuuxxuxuuxxutuux

xuxuxxxxxuxxxxtuxxxx







 

Применим критерий инвариантности уравнения (8.1) по отношению к дважды продол-

женному оператору 
2
X  при условии выполнения уравнения (8.1): 

0)(
02




xxt uuX
xxutu

    0)~~(
0


 xxutuxxt uu         (8.7)  



Расщепляя полученное уравнение (8.7) по xxtxxxtxxxxxx uuuuuuuuu ,,,...,,,  и т.д., полу-

чим систему определяющих уравнений на координаты uxt ~,~,
~

: 

 

(Примечание: При подстановке в (8.7) выражений для координат xxt uu ~,~ сразу будем  за-

менять tu на xxu согласно уравнению (8.1)) 

Выпишем свободные члены:     0~~  uu xxt  

Выпишем члены при           0~~~~~: 2  xuttuu xuxxtuxx  

Выпишем члены при     0
~~

:  ttuu uuxxxx  

Выпишем члены при         0~~~~:  uxuxu xuxxuxtx  

Выпишем члены при           0~~~~~: 2  xxttxuu uuxuuxuxxx  

Выпишем члены при       0~~~:  xuxuu xuuuuxxx  

(*)

~
0)

~
()

~
(: при члены Выпишем

~
0)

~
()

~
(: при члены Выпишем

~0)~(: при члены Выпишем

~
0)

~
(: при члены Выпишем






















uотзависитнеtttuu

xотзависитнеtttu

uфункциялинейнаяxxuuu

uфункциялинейнаяttuuu

uuxxt

xxxt

uuxxx

uuxxxx

 

Перепишем систему определяющих уравнений (без последних четырех уравнений (*)): 

   

























uфункциялинейнаяuuux

uотзависитнеxxxxt

uxx

ttx

uu

uuuuux

uuuux

uxxxt

xxtx

xxt

~0)~()~()~(2

~0)~(0)~(2)~(2)
~

(2

0)~(2)~()~(

0)
~

()
~

()~(2

0~~

 (8.9) 

Итак, мы получили:  

 

),(),(~

),(~~

)(
~~

xtbuxtau

xtxx

ttt







(**) 

 

С учетом  (**) перепишем оставшуюся часть определяющей системы уравнений: 

 

        

               

             

             

          0~~~~

~~~~~~
}~~~~~~{

)~~()
~~

(~~)~~(

~~~~

2











xuxututu

xuxtuuututu

xuxututuuuuu

xuxututuuuuxuxu

tutuuuu

uxxxxuxxxt

uxxuxxuxxuxxxt

uuxxuxuuxxuxxuuxxux

uxxxxxuxxxxxxuxxxxuxxtx

uxxtxxuxxt



0)),(()~()~(

0)
~

()~(

0)),(()),(())},(()),(({

2)
3

10.8(

2)
2

10.8(

)
1

10.8(







xtaxx

t
dt

d
x

xtbxtbuxtaxta

xxxt

x

xxtxxt

. 

 

Из )
1

10.8(  (расщепляем уравнение по  u ): 

 













)
12

10.8(

)
11

10.8(

0)()(

0)()(

bb

aa

xxt

xxt

. 

Из )210.8(  после дифференцирования по x : 

)()(~0))
~

(()~(2 tdxtcxt
dt

d
x xxx   

Тогда из )
2

10.8(   )
~

()(2 t
dt

d
tc   

Из )
3

10.8(   0)(
)()(

2 a
dt

dd
x

dt

cd
x  

)()
)(

2
()

)(
()(

2

2

1

2

1
tex

dt

dd

dt

dcx
a

dt

dd
x

dt

dc
ax   

Подставим выражение для ),( xta  в )1110.8( : 

0,0,00
2

1

2

1

24 2

2

2

2

2

2

2

22


dt

dc

dt

de

dt

dd

dt

cd

dt

dc

dt

de

dt

ddx

dt

cdx
; 

514321 2

1
,, ctcectcdctcc  ; 

62

2

121 2222
~

)(
~

ctctctctctc
dt

td
  

4321 )(~ ctcxctcx   

),(),(~ xtbuxtau  , где 5131

2

2

1

24
),( ctcc

x
c

x
xta  , 

),( xtb  - произвольное решение уравнения теплопроводности: 0 bb xxt . 

Полагая весь набор произвольных постоянных 621 ,...,, ccc  и функции ),( xtb  равными 

нулю  за исключением какой-либо одной произвольной постоянной или функции ),( xtb , 

выпишем базис допускаемой алгебры Ли операторов: 



;),(:0

;)(:0

;:0

;:0

;:0

;:0

;:0

244

2

2

22

61

53

42

35

26

14

ub

uxt

ux

xt

u

t

x

xtbXb

utxtxtXc

xutXc

xtXc

uXc

Xc

Xc















 

Обратим внимание, что при нумерации операторов iX мы не сохраняли соответствующие 

им номера произвольных постоянных  ic , а пронумеровали операторы в порядке удобства 

их дальнейшего использования. При записи операторов 65, XX , соответствующих произ-

вольным постоянным 13,cc , мы использовали тот факт, что все операторы определены с 

точностью до умножения на произвольную отличную от нуля постоянную величину (кон-

станту). Заметим также, что за счет наличия функции ),( xtb - произвольного решения 

уравнения теплопроводности  в операторе bX  получаемая  алгебра Ли – бесконечномер-

на. 

     Итак, в результате  полного решения системы определяющих уравнений нами найдена 

максимально широкая допускаемая алгебра Ли точечных преобразований для линейного 

уравнения теплопроводности (8.1). 

     Для изучения структуры найденной алгебры Ли операторов уравнения теплопроводно-

сти выпишем таблицу коммутаторов для алгебры Ли операторов bXX ,...,1 . 

 

 ji XX ,  1X  2X  3X  
4X  5X  6X  bX  

1X  0 0 0 
1X  3X  

52X  

x

bX



  

2X  0 0 0 
22X  12X  34 24 XX   

t

bX



  

3X  0 0 0 0 0 0 
bX  

4X  1X  62X  0 0 
5X  62X  cX  

5X  3X  
12X  0 

5X  0 0 
dX  

6X  52X  34 24 XX   0 
62X  0 0 

eX  

bX  

x

bX



  

t

bX



  bX  cX  dX  eX  0 

 

 

Где в таблице коммутаторов использованы обозначения: 
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Обратим внимание на тот факт, что в таблице коммутаторов появились операторы анало-

гичные по виду оператору   bX , но вместо функции ),( xtb  в них участвуют функции 



),(),,(),,(,, xtextdxtc
t

b

x

b








. В виду замкнутости алгебры Ли операторов относительно 

групповой операции мы можем заключить, что если функция ),( xtb  - произвольное ре-

шение уравнения теплопроводности, то и функции ),(),,(),,(,, xtextdxtc
t

b

x

b








 тоже 

являются решениями уравнения теплопроводности, впрочем этот факт можно проверить и 

непосредственной проверкой. 

      Выпишем в конечном виде точечные преобразования однопараметрических групп iG , 

порождаемых соответствующими  инфинитезимальными операторами iX . Как обычно 

групповой параметр 
1Ra , ),,( uxt  - образ точки ),,( uxt  при преобразовании iG  для  

оператора iX . 

  ),,(),,(:1 uaxtuxtG   

  ),,(),,(:2 uxatuxtG   

),,(),,(:3 uextuxtG a  

  ),,(),,(: 2
4 uxeteuxtG aa  

  ),2,(),,(:
2

5 ueatxtuxtG taax  

  ),,(),,(: 41
6

2

41
4141

ueat
at

x

at

t
uxtG at

ax








  

  )),(,,(),,(: xtbauxtuxtGb   

 

Теперь, зная конечный вид преобразований каждой однопараметрической группы сим-

метрий iG , мы можем выписать формулы производства решений из известного решения 

уравнения теплопроводности ),( xtfu  : 
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где a  - как обычно произвольное вещественное число, а ),( xtb  - некоторое произвольное 

решение уравнения теплопроводности. 

     Полученные группы симметрий iG  отражают различные свойства исходного уравне-

ния теплопроводности. Так, группы bGG ,3 отражают свойство линейности уравнения 

теплопроводности – мы можем складывать решения и умножать их на константы, т.е.  ли-

нейная комбинация решений также дает решение уравнения теплопроводности. Группы 



21,GG  показывают инвариантность уравнения относительно переносов по пространству и 

времени, отражая тот факт, что изучаемое уравнение теплопроводности – это уравнение с 

постоянными коэффициентами. Инвариантность уравнения относительно преобразований 

растяжения-сжатия нашла свое отражение в группе 4G . Группа 5G  представляет из себя 

преобразование Галилея в подвижной системе координат.  Группа преобразований 6G  

является существенно локальной группой преобразований (о чем свидетельствуют ради-

кал и дроби). Ее появление не очевидно из основных физических принципов, однако факт 

наличия  группы преобразований 6G  приводит к следующему замечательному выводу. 

Выберем в соответствующей нашей группе формуле по производству решения в качестве 

исходного решения тождественно постоянное решение constxtfu  ),( , тогда из 

формулы по производству решения следует, что функция  
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тоже является решением уравнения теплопроводности. В частности, полагая 



a
const  , мы получаем фундаментальное решение уравнения теплопроводности в 
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нам дополнительно потребуется осуществить сдвиг по времени t , воспользовавшись 

группой 2G  с заменой группового параметра a  на величину 
a4

1
 . 

     Наиболее общая однопараметрическая группа симметрий получается, если рассмотреть 

общую линейную комбинацию bXXcXc  6611 ...  допускаемых операторов, однако 

явные формулы для преобразований из этой группы очень сложны. Воспользуемся другим 

способом и представим произвольное преобразование нашей бесконечномерной группы 

как композицию из последовательного применения преобразований однопараметрических 

подгрупп bGGG ,,..., 61 . Тогда наиболее общее решение, получающееся из данного реше-

ния  ),( xtfu   преобразованиями из рассматриваемой группы, имеет вид 
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где как обычно 61,...,aa  - произвольные вещественные постоянные (групповые парамет-

ры соответствующих однопараметрических подгрупп), а ),( xtb  - произвольное решение 

уравнения теплопроводности. 

 

 

 

 



10. Упрощенный метод вычисления подгруппы  точечных преобразований растяжения-

сжатия, допускаемой исходной системой дифференциальных уравнений: 

 

Рассмотрим систему уравнений движения несжимаемой однородной линейно-

вязкой жидкости для плоских нестационарных течений в приближении пограничного слоя 

в декартовой системе координат Oxy  (здесь и далее для упрощения записи примем сле-

дующие обозначения 2121 ,,, uvuuxyxx  ): 
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где    yxtvvyxtuu ,,,,,   - компоненты скорости,  yxtpp ,, - давление, , - 

постоянные, соответствующие коэффициенту динамической вязкости и плотности жидко-

сти, т. е. жидкость считается однородной и линейно-вязкой. 

 Ставится задача нахождения всех преобразований растяжения-сжатия, допускае-

мых системой уравнений (10.1), без применения полной процедуры вычисления допуска-

емой группы. Интерес к этой задаче вызван прежде всего тем фактом, что так называемые 

“автомодельные” (или “самоподобные” от английского “selfsimilar”) решения – это по су-

ти своей решения инвариантные относительно подгруппы преобразований растяжения-

сжатия. 

 Выпишем общий вид преобразования растяжения-сжатия зависимых и независи-

мых переменных системы уравнений (10.1) (примечание: здесь, как и ранее,  штрих -

символом помечены преобразованные величины):  

 

(10.2) 
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1~,~,~,~,~,

~
Rpvuyxt  - групповые параметры искомой подгруппы 

  

Как видно из формул (10.2) положительные значения показателей у экспоненты 

0~,~,~,~,~,
~

pvuyxt соответствуют преобразованиям растяжения, а отрицательные значе-

ния 0~,~,~,~,~,
~

pvuyxt  - преобразованиям сжатия. Тождественное преобразование соот-

ветствует значениям 0~,~,~,~,~,
~

pvuyxt .  

Отметим также, что первоначально в формулах (10.2) мы полагаем все величины  

pvuyxt ~,~,~,~,~,
~

 независимыми, однако требование инвариантности системы уравнений 

(10.1) относительно преобразований (10.2), как мы сейчас увидим, приведет к определен-

ным связям между этими групповыми параметрами. 



Как нам уже известно, требование инвариантности системы (10.1) относительно преобра-

зований (10.2) означает, что в преобразованных (штрихованных) переменных система 

уравнений (10.1) должна сохранять свой общий вид, т.е.:  
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   (10.3) 

 

 

Теперь по обычным правилам преобразования производных при известных преобразова-

ниях независимых и зависимых переменных (10.2) найдем связь между штрихованными и 

не штрихованными производными в системах (10.1) и (10.3): 
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Подставляя найденные выражения для штрихованных производных в систему (10.3) по-

лучим:  

 

 

 

0

0)
1

(

)
1

(

~~~~

~~

2

2
~2~~~~~~~~~~~















































y

v
e

x

u
e

y

p
e

y

u
e

x

p
e

y

u
vee

x

u
uee

t

u
e

yvxu

yp

yuxpyuvxuutu









(10.4) 



 

Требование инвариантной формы записи системы уравнений (10.1) как в штрихованных, 

так и в не штрихованных переменных налагает на систему (10.4) требование, чтобы по-

явившиеся в уравнениях  дополнительные экспоненциальные сомножители при каждом из 

слагаемых в соответствующем уравнении были тождественно равны. В противном случае 

система (10.4)  не примет вид исходной системы (10.1). Исходя из этого требования, полу-

чаем следующие цепочки уравнений: 
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Второе уравнение системы (10.4) выполняется при любых значениях yp ~,~ , т. к. одно-

членное однородное уравнение всегда можно умножить(поделить) на произвольный от-

личный от нуля множитель. Прологарифмировав систему (10.5), получим следующую си-

стему линейных алгебраических уравнений:  
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или 
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Итак, мы получили систему из 4-х линейно независимых уравнений )46.10()16.10(   для 

6-ти искомых переменных pvuyxt ~,~,~,~,~,
~

. Примем переменные xt ~,
~

 за свободные и вы-

разим остальные через них. Для этого заметим вначале, что в уравнениях )46.10()36.10(   

левые части равны, поэтому tytyxtx
~~~~~~~ 22222   и далее система 

)46.10()16.10(   примет вид: 
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Вспомним теперь, что pvuyxt ~,~,~,~,~,
~

 - это групповые параметры записанного в общем 

виде преобразования (10.2) для системы уравнений (10.1). Обозначив для удобства даль-

нейших выкладок две свободные переменные (два независимых групповых параметра)  

xt ~,
~

в виде 1,,~,2
~

Rbaгдеbxat  , мы получаем двухпараметрическую подгруппу 

преобразований растяжения-сжатия:  
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Принимая последовательно 0,00,0 è  baba , выпишем в конечном виде две 

допускаемые системой уравнений (10.1) однопараметрические подгруппы преобразований 

растяжения-сжатия: 
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1, Rba                          (10.8) 

 

Никаких других преобразований растяжения-сжатия исходная система уравнений (10.1) 

не допускает. Отметим также тот факт, что найденная подгруппа (10.7) для нестационар-

ной системы (10.1) позволяет легко получить  подгруппу преобразований растяжения-

сжатия для стационарной системы: для этого достаточно вычеркнуть преобразования вре-

мени t в формулах (10.7) или (10.8), а остальные строки оставить без изменения. 

 

 

 

Проиллюстрируем применение найденных преобразований растяжения-сжатия (10.7) на 

примере построения автомодельного решения в классической задаче Блазиуса.  

 

Постановка задачи: рассматривается установившееся обтекание абсолютно гладкой тон-

кой пластинки – полуплоскости 0,0  xy -несжимаемой однородной вязкой жидко-

стью. Скорость набегающего потока 0),0,( 00  UгдеUU  постоянна и направлена по 

оси Ox (по пластине). Число Рейнольдса 


 LU0Re  , вычисленное по скорости набега-



ющего потока 0U  и характерной длине L , считается достаточно большим.  Ставится за-

дача определения величины вязкого трения на поверхности пластинки. Известно, что ре-

шение для такой постановки можно искать в приближении теории пограничного слоя. Си-

стема уравнений для течения жидкости в узкой области вблизи поверхности пластины 

(называемой пограничным слоем) имеет вид:  
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Так как влияние сил вязкого трения сказывается только в узкой области вблизи пластины, 

то внешнее течение можно считать невязким и удовлетворяющим системе уравнений Эй-

лера. Но внешнее течение в задаче считается заданным течением с постоянным значением 

скорости 0),0,( 00  UгдеUU . Тогда из системы уравнений Эйлера следует, что 

00 



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



y

p
и

x

p
, т.е. давление p во внешнем потоке всюду постоянно. Но второе урав-

нение системы (10.9) говорит, что давление всюду внутри пограничного слоя по вертика-

ли постоянно и равно давлению во внешнем потоке, т.е. также постоянно во всей области 

пограничного слоя. Поэтому член 
x

p




 в первом уравнении системы (10.9) тождественно 

равен нулю. Тогда  наша система  (10.9) вместе с краевыми условиями принимает вид: 
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0:0,0  vuxy         (10.11) 

0: Uuy                          (10.12) 

 

Краевое условие (10.11) означает условие прилипание жидкости на поверхности пласти-

ны. 

Краевое условие (10.12) означает равенство продольной составляющей вектора скорости 

u на внешней границе пограничного слоя аналогичной составляющей внешнего потока 

0U . Попробуем найти автомодельное (т.е. инвариантное относительно преобразований 

растяжения-сжатия (10.7)) решение краевой задачи (10.10),( 10.11),( 10.12) . Как было по-

казано выше система уравнений (10.10) инвариантна относительно преобразований (10.7). 

Остается проверить инвариантность краевых условий. Начнем с (10.10): под действием 

преобразований  
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нетрудно убедиться, что поверхность  пластины 0,0  xy  переходит в преобразован-

ную поверхность 0,0  xy  при любых значениях ba, , т. е. инвариантность границы 

выполнена. Условия прилипания на этой границы также инвариантны при любых значе-

ниях ba, ( 0 vu  переходят в 0 vu ). Перейдем теперь к условиям (10.12): 

граница y переходит в y  при любых конечных значениях ba, в силу (10.13). А 

вот краевое условие для продольной компоненты скорости 0Uu   переходит в аналогич-

ное условие для преобразованных переменных 0Uu   только при условии тождествен-

ного преобразования продольной компоненты скорости, что имеет место для любых зна-

чений ba, лишь при выполнении тождества ab 2  в (10.13). С учетом этого тождества 

формулы (10.13) принимают вид: 

 



























pp

vev

uu

yey

xex

a

a

a2

            (10.14) 

 

Найдем теперь из (10.14) такие комбинации независимых и зависимых + независимых пе-

ременных, которые не меняются (остаются инвариантными) при любых значениях пара-

метра 
1Ra . Нетрудно заметить, что независимые переменные в комбинации – 
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2
 инвариантны для любых значений 

1Ra . 

 

Далее,  u  и p изначально в (10.14) инвариантны для любых значений 
1Ra . 

 

А для поперечной компоненты скорости  v  комбинация  вида  

xvxvxevexv aa   2
 обеспечит свойство инвариантности для 

любых значений 
1Ra . 

 

Таким образом, автомодельное решение поставленной краевой задачи (10.10), ( 10.11), 

(10.12) следует искать в виде:          
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),(               (10.15) 

Подстановка (10.15) во второе уравнение системы (10.10) – условие несжимаемости дает: 
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Аналогично, подставляя выражения для продольной и поперечной компонент скорости 

(10.15) в первое из уравнений системы (10.10)- уравнение движения в проекции на ось 

абсцисс, получаем: 
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Граничные условия (10.11), (10.12) в терминах переменных (10.15) примут вид: 
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Итак, решение задачи Блазиуса сводится к решению следующей двухточечной краевой 

задачи  (10.19), (10.20) для системы двух уравнений (10.19) относительно двух функций 

)(),( f  с краевыми условиями (10.20): 
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 Итак, как мы видим, полученный функциональный вид (10.15) искомого автомодельного 

решения  в результате подстановки в исходную систему (10.10) и краевые условия (10.11-

10.12) приводит к соотношениям (10.19-10.20), содержащим  только автомодельную пере-

менную   и искомые автомодельные функции )(),( f  и не содержащим первона-

чальные переменные vuyx ,,, .   

 Дальнейшее решение задачи подразумевает нахождение аналитического или численного 

решения системы уравнений (10.19), удовлетворяющего краевым условиям (10.20). Одним 

из способов нахождения аналитических решений обыкновенных дифференциальных 

уравнений является использование их свойств симметрии. Так в случае нашей системы 

(10.19) справедливы следующие рассуждения. При построении редуцированной системы 

(10.19) из системы (10.10) мы воспользовались частным случаем общего двухпараметри-

ческого преобразования растяжения-сжатия (10.13) при ab 2 , т. е. однопараметриче-

ским преобразованием растяжения-сжатия вида (10.14). Но ведь система (10.19) – суть 

следствие системы (10.10), поэтому можно ожидать, что у (10.19) осталось еще одно од-

нопараметрическое преобразование растяжения-сжатия. Проверим это предположение: 



как и ранее, запишем общий вид преобразования растяжения-сжатия в экспоненциальном 

представлении 
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Rf  - групповые параметры искомой подгруппы 

    растяжения-сжатия. 

 

 

Находя, аналогично тому, как было показано выше, связь между преобразованными 

(штрихованными) и не преобразованными (не штрихованными) производными получим: 
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               (10.22) 

Требование инвариантности системы (10.19) относительно преобразований (10.21) озна-

чает, что в преобразованных (штрихованных) переменных система уравнений (10.19) 

должна сохранять свою форму записи. Заменяя   штрихованные значения производных по 

формулам (10.22) получим следующую систему обыкновенных дифференциальных урав-

нений: 
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Требование инвариантной формы записи системы уравнений (10.19) как в штрихованных, 

так и в не штрихованных переменных налагает на систему (10.23) требование, чтобы по-

явившиеся в уравнениях  дополнительные экспоненциальные сомножители при каждом из 

слагаемых в соответствующем уравнении были все тождественно равны. В противном 

случае система (10.23)  не примет вид исходной системы (10.19). Исходя из этого требова-

ния, находим следующие цепочки уравнений: 
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или, приведя подобные члены и прологарифмировав: 
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Система линейных алгебраических уравнений (10.25) содержит всего два независимых 

уравнения относительно трех неизвестных 
~

,
~

,
~

f решение которых находится без труда: 
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, где 
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R - групповой параметр 

или, восстанавливая преобразования в конечном виде, получим (здесь мы обозначили 


~

a ): 
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Итак, нами найдено, что преобразования растяжения-сжатия (10.26) оставляют инвари-

антной систему уравнений (10.19). Но поставленная краевая задача включает в себя по-

мимо системы уравнений (10.19) также краевые условия (10.20). Поэтому теперь нам 

необходимо проверить их инвариантность относительно найденных преобразований рас-

тяжения-сжатия (10.26). Для этого запишем условия (10.20) в преобразованных (штрихо-

ванных) переменных: 
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Подставляя в (10.27) выражения для штрихованных переменных из (10.26) найдем: 
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Далее учитывая, что параметр a  может принимать произвольные, но конечные веще-

ственные значения, получим: 
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Из (10.29) видно, что первое краевое условие сохранило свой вид под действием преобра-

зований (10.26), т.е. оно инвариантно при любых значениях параметра a . А вот второе 

краевое условие – нет, т. к. в правой части появился дополнительный множитель ae2 , во-

обще говоря, не равный 1. Если потребовать равенство этого дополнительного множителя  

1, то отсюда следует, что  0a , и, следовательно, преобразование вырождается в триви-

альное тождественное преобразование. Отсюда следует вывод, что краевая задача (10.19), 



(10.20) не имеет автомодельного (т.е. инвариантного относительно преобразований растя-

жения-сжатия) решения. 

 

Однако проделанная нами работа была выполнена не напрасно. Потому что найденная од-

нопараметрическая подгруппа преобразований растяжения-сжатия (10.26) позволяет, во-

первых,  существенно упростить численное решение двухточечной краевой задачи (10.19), 

(10.20), а, во-вторых, получить точное аналитическое решение системы уравнений погра-

ничного слоя (10.10). 

Рассмотрим вначале вопрос численного решения двухточечной краевой задачи (10.19), 

(10.20). 

Обычно задачи для нелинейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений с 

краевыми условиями, заданными на двух концах интервала интегрирования,  численно 

решаются при помощи метода стрельбы. Для этого на левом конце интервала (в нашем 

случае при  0 ) задают недостающие для корректной постановки задачи Коши началь-

ные значения искомых функций (в нашем случае следует задать значение 
d

df
 при  0 ). 

Далее одним из известных численных методов (например, методом Рунге-Кутты) осу-

ществляют интегрирование задачи Коши для системы на заданном интервале и получают 

значение искомой функции на правом конце интервала. Сравнивая полученное значение с 

заданным краевым условием, корректируют выбранные начальные значения и вновь чис-

ленно интегрируют. Предполагая непрерывную зависимость получаемых значений на 

правом  конце интервала интегрирования от задаваемых на левом конце начальных усло-

вий, строится алгоритм нахождения искомого недостающего начального значения с за-

данной степенью точности. Как видно из приведенного алгоритма, численное решение 

просто задачи Коши существенно легче решения двухточечной краевой задачи. Покажем 

теперь, как знание преобразований растяжения-сжатия, допускаемых системой (10.19) 

позволяет свести решение двухточечной краевой задачи (10.19),( 10.20) к решению задачи 

Коши. Для этого зададим недостающее начальное значение 
d

df
=1 при  0 . Выбор зна-

чения равного 1, как станет далее понятно, не принципиален. Далее одним из известных 

численных методов (например, методом Рунге-Кутты) осуществим численное интегриро-

вание поставленной задачи Коши для системы (10.19),( 10.20) с дополнительным началь-

ным условием 
d

df
=1 при  0 . В нашей задаче правый конец интервала интегрирования 

-  , поэтому интегрирование будем осуществлять вплоть до такого значения *  ,  при 

котором 
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 - заданная точность реализации 

правого граничного условия. Т.е. мы находим такую точку *  правее которой величина 

)(f меняется очень слабо. Вспомним теперь, что под действием преобразований (10.26) 

система уравнений (10.19) и первое условие в (10.20) остаются неизменными (инвариант-

ными), а второе условие в (10.20) преобразуется по правилу (заметим, что у нас роль бес-

конечности играет величина * ): 
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Вспомним также, что под действием преобразований (10.26) обыкновенные производные 

от искомых функций, участвующие в нашей краевой задаче, преобразуются согласно 



формулам (10.22). Нас интересует как преобразуется уравнение  
d

df
=1 , определяющее 

при 0  недостающее начальное условие. Для этого запишем, как и выше, это условие в 

штрихованных переменных:                          при 1:0 
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Но величина )( *f  в (10.30) нам известна из численного расчета задачи Коши, 0U  извест-

на по постановке задачи, следовательно, мы можем однозначно определить величину па-

раметра a равную  
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               (10.32) 

Использование начального условия (10.32) при повторном численном решении задачи 

Коши для системы (10.19) с первым условием из (10.20) в результате расчета даст искомое 

краевое условие на правом конце интервала интегрирования 
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Как видно из этого примера, частичная не инвариантность краевой задачи (10.19),( 10.20) 

относительно найденной подгруппы растяжений - сжатия, допускаемой системой (10.19), 

позволила существенно упростить ее численное решение. Искомая в задаче величина вяз-

кого трения 
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Приступим теперь к построению точного аналитического решения системы уравнений по-

граничного слоя (10.10) . Для этого найдем  из соотношений (10.26) такие комбинации не-

зависимых и зависимых переменных, которые не меняются (остаются инвариантными) 

при любых значениях параметра 
1Ra . Нетрудно заметить, что переменные в комбина-

ции – 
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и 

   aa ee  



инвариантны для любых значений группового параметра 
1Ra . Но если комбинации 

2f  и    остаются неизменными под действием преобразования (10.26), то это озна-

чает, что 1
2 Cf   и 2C , где 21, CC - произвольные постоянные. Т.е. мы нашли 

функциональный вид возможных решений системы (10.19): 

 

 














1
2

2
1





C

Cf
               (10.33) 

 

Подстановка (10.33) в (10.19) после несложных преобразований дает (тривиальное реше-

ние 021  CC  мы не рассматриваем): 
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21  CC , т. е. действительно система обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (10.19) имеет автомодельное решение и это автомодельное решение находится в ана-

литическом виде (10.33) 

Восстановим найденное решение в первоначальных размерных переменных. Получим 

следующие выражения для компонент вектора скорости: 
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Несложно убедиться прямой подстановкой (10.34) в (10.10), что найденные выражения 

тождественно удовлетворяют системе уравнений (10.10). Однако к сожалению, найденное 

аналитическое решение (10.34) не удовлетворяет краевым условиям (10.11-12),что приво-

дит нас к выводу о необходимости численного решения задачи (10.19)-(10.20).  

 

 

 

 

 

 

11.Примеры результатов вычислений групп  точечных преобразований, допускаемых из-

вестными  моделями (системами дифференциальных уравнений) механики сплошных 

сред: 

 

11.1 Линеаризованная модель распространения малых возмущений  

(Волновое уравнение для плоского случая в декартовой системе координат) 

 

,0 yyxxtt uuu    (11.1.1) 

где  yxtuu ,,  является, например, потенциалом малых возмущений. 

Как показывают непосредственные вычисления, допускаемая уравнением (1.11.1) группа 

точечных преобразований является бесконечномерной. Соответствующая ей алгебра Ли 

образована 12 операторами вида: 

t
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1
 - оператор переноса (сдвига) по времени: ),,,(),,,( uyxatuyxt   

x
X 2 - оператор переноса (сдвига) по координате x : ),,,(),,,( uyaxtuyxt   



y
X 3 - оператор переноса (сдвига) по координате y : ),,,(),,,( uayxtuyxt   
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tX 5 -оператор “гиперболического вращения” в ),(2 xtR :
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tX 6 -оператор “гиперболического вращения” в плоскости ),(2 ytR  типа 5X  
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Заметим, что классическое преобразование инверсии инверсииG  в плоскости переменных 

),,(3 yxtR имеет вид 
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 и определено для всех ),,( yxt , не лежащих на 

световом конусе 
222 yxt  . Наше преобразование типа “преобразования инверсии” с 

оператором 8X  состоит из композиции трех последовательных преобразований: преобра-

зование инверсии инверсииG +сдвиг по координате x  на  величину a +преобразование ин-

версии инверсииG  и определено для всех ),,( yxt . 
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9  - оператор типа “преобразования ин-

версии” аналогичный 8X  
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10  - оператор типа “преобразования ин-

версии” аналогичный 8X  

uuX 11  - оператор преобразования “растяжения-сжатия” только одной зависимой пе-

ременной u : 
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. Этот оператор обязан своим существованием свойству линейно-

сти волнового уравнения. 

uyxtX  ),,(12  , где  ),,( yxt  - произвольное решение волнового уравнения (11.1.1) 

- оператор, также порожденный свойством линейности волнового уравнения: 
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Заметим также, что во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой пара-

метр. 

 

 

11.2 Модель идеальной несжимаемой жидкости  

(Система уравнений Эйлера для плоского случая в декартовой системе координат) 
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где компоненты вектора скорости  yxtuu ,, ,  yxtvv ,, , давление  yxtpp ,, , 

плотность const , т. е. жидкость считается однородной. Не нарушая общности рас-

смотрения, можно принять постоянную величины плотности 1 . 

Допускаемая группа точечных преобразований является бесконечномерной. Соответству-

ющая ей алгебра Ли операторов состоит из операторов: 
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неинерциальную систему координат, движущуюся по закону yytaxx  ),( ): 
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Заметим, что выбор функции 1)( t (соответственно 1)( t ) дает преобразование 

простого сдвига по координате x (соответственно y ); выбор tt )(  (соответственно 

tt )( ) дает преобразование Галилеева сдвига по координате x (соответственно y ). 
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ptX  )()(7   - оператор, порождающий преобразование переменных, вида: 

))(,,,,,(),,,,,( tapvuyxtpvuyxt  , где  )(t  - произвольная функция време-

ни, и являющийся следствием того факта, что давление определяется системой (11.2.1) с 

точностью до произвольной функции времени. 

Как и ранее,  во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой параметр. 

Продемонстрируем применение формул производства решений для системы уравнений 

Эйлера на примере преобразований, индуцируемых операторами )(2 X  и 6X . 

Пусть ),,(),,,(),,,( yxtpyxtgvyxtfu   - известное решение системы (11.2.1), 

тогда решениями также являются: 
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Аналогично могут быть применены формулы производства решений для получения новых 

решений системы уравнений Эйлера при помощи преобразований, индуцируемых осталь-

ными операторами допускаемой алгебры Ли. 

 

11.3 Модель Навье - Стокса линейно-вязкой несжимаемой жидкости  

(Система уравнений Навье - Стокса для плоского случая в декартовой системе координат) 
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где компоненты вектора скорости  yxtuu ,, ,  yxtvv ,, , давление  yxtpp ,, , 

плотность const , т. е. жидкость считается однородной, коэффициент динамической 

вязкости const . Не нарушая общности рассмотрения, можно принять 1,1   .  

Отметим интересную особенность системы (1.13.1), связанную с ее неэволюционным  ха-

рактером. Для этого получим следующие дифференциальные следствия из третьего урав-

нения системы (1.13.1) (условия несжимаемости): 
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Тогда из первых двух уравнений (1.13.1) (уравнений движения в проекции на оси yx, ) с 

использованием полученных дифференциальных следствий (11.3.2) следует: 
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Наличие уравнений (11.3.2) и (11.3.3) дает новые дополнительные связи на часть вторых 

производных, участвующих в уравнениях (11.3.2) и (11.3.3). Эти вторые производные уже 

нельзя будет считать независимыми переменными при реализации алгоритма построения 

алгебры Ли операторов (в ходе расщепления определяющих уравнений). Поэтому, вообще 

говоря, реализация алгоритма построения алгебры Ли операторов применительно к сово-

купности уравнений (11.3.1) – (11.3.3) должна привести к сужению допускаемой группы 

по сравнению с исходной системой (11.3.1). Однако реализация алгоритма построения ал-

гебры Ли операторов применительно к системе уравнений Навье – Стокса (11.3.1) к тако-

му сужению допускаемой группы не приводит, что можно отнести к случаю редкого ис-

ключения.   

Допускаемая системой уравнений Навье – Стокса группа точечных преобразований явля-

ется бесконечномерной. Соответствующая ей алгебра Ли операторов состоит из следую-

щих операторов (часть этих операторов допускается системой уравнений Эйлера (11.2.1): 
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неинерциальную систему координат, движущуюся по закону yytaxx  ),( ): 
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Заметим, что выбор функции 1)( t (соответственно 1)( t ) дает преобразование 

простого сдвига по координате x (соответственно y ); выбор tt )(  (соответственно 

tt )( ) дает преобразование Галилеева сдвига по координате x (соответственно y ). 
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ptX  )()(6  -оператор, порождающий преобразование переменных, вида: 

))(,,,,,(),,,,,( tapvuyxtpvuyxt  , где  )(t  - произвольная функция време-

ни, и являющийся следствием того факта, что давление определяется системой (11.3.1) с 

точностью до произвольной функции времени. 

Как и ранее,  во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой параметр. 

 

 

 

 

11.4 Модель Прандтля  пограничного слоя линейно-вязкой несжимаемой жидкости  

(Система уравнений пограничного слоя для плоского случая в декартовой системе коор-

динат) 
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где компоненты вектора скорости  yxtuu ,, ,  yxtvv ,, , давление  yxtpp ,, , 

плотность const , т. е. жидкость считается однородной, коэффициент динамической 

вязкости const . Не нарушая общности рассмотрения, можно принять 1,1   .  

Допускаемая системой уравнений пограничного слоя группа точечных преобразований 

является бесконечномерной. Соответствующая ей алгебра Ли операторов состоит из сле-

дующих операторов (часть этих операторов допускается системами уравнений Эйлера 

(11.2.1) и Навье - Стокса (11.3.1)): 
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 - оператор сдвига по координате x (переход в 

неинерциальную систему координат, движущуюся по закону yytaxx  ),( ): 
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Заметим, что выбор функции 1)( t  дает преобразование простого сдвига по координа-

те x ; выбор tt )(  дает преобразование Галилеева сдвига по координате x . 
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ptX  )()(5  -оператор, порождающий преобразование переменных, вида: 

))(,,,,,(),,,,,( tapvuyxtpvuyxt  , где  )(t  - произвольная функция време-

ни, и являющийся следствием того факта, что давление определяется системой (11.4.1) с 

точностью до произвольной функции времени. 
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),( xt  - произвольная функция своих аргументов. 

Как и ранее,  во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой параметр. 

 

11.5 Модель сжимаемого невязкого нетеплопроводного газа  

(Система уравнений газовой динамики для плоского случая в декартовой системе коорди-

нат) 
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           (11.5.1) 

где компоненты вектора скорости  yxtuu ,, ,  yxtvv ,, , давление  yxtpp ,, , 

плотность ),,( yxt  , скорость звука ),,( yxtcc  . Произведение 
2c в  модели га-

зовой динамики считается заданной функцией переменных p, , т. е. 

),(2 pfc        (11.5.2) 

Допускаемая группа точечных преобразований является конечномерной, но ее размер-

ность существенно зависит от вида функции ),( pf  .  

Если функция ),( pf   является функцией общего вида, то соответствующая этому слу-

чаю алгебра Ли операторов 7L  состоит из 7 операторов: 
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Если функция ppf  ),(  (т. е. 


p
c 2

и, следовательно, газ является политропным, 

где   - показатель адиабаты), то к уже найденной алгебре Ли операторов 7L  добавляются 

2 новых оператора “растяжения-сжатия”: 
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Оказывается, что, если в выражении для функции ppf  ),( , показатель адиабаты  
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Ли операторов 9L  добавляется еще один новый оператор: 
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которому соответствует  преобразование:
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Оператор 10X  имеет место быть для  
N

N 2
 , где N  - размерность физического про-

странства, т.е. для 
3

5
  в случае пространственных течений, для 2  в случае пло-

скопараллельных течений и для 3  в случае одномерных течений с плоскими волнами. 

Как и ранее,  во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой параметр. 

 

11.6 Динамическая модель линейно-упругого тела  

(Система уравнений Ляме для плоского случая в декартовой системе координат) 
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или в проекциях на оси декартовой системы координат 
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где компоненты вектора перемещений     ),,,,,( yxtvyxtuw 


, плотность const , 

коэффициенты Ляме const , const .  

Допускаемая системой уравнений Ляме группа точечных преобразований является беско-

нечномерной. Соответствующая ей алгебра Ли операторов состоит из следующих опера-

торов: 

t
X 

1
 - оператор сдвига по времени: ),,,,(),,,,( vuyxatvuyxt   

x
X 2 - оператор переноса (сдвига) по координате x : 

),,,,(),,,,( vuyaxtvuyxt   

y
X 3 - оператор переноса (сдвига) по координате y : 

),,,,(),,,,( vuayxtvuyxt   
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x
yX 4 - оператор вращения в плоскостях 
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v
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u
yxtUX  ),,(),,(7 -оператор преобразования вида
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где ),,(),,,( yxtVyxtU  - произвольное решение системы (11.6.1). Этот оператор отража-

ет свойство линейности системы уравнений (11.6.1). 

Как и ранее,  во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой параметр. 

 

11.7 Модель квазистационарных течений пластического несжимаемого материала, удо-

влетворяющего условию пластичности Мизеса  

(Система уравнений Мизеса для плоского случая в декартовой системе координат) 

 

В проекциях на оси декартовой системы координат уравнения Мизеса имеют вид 
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где компоненты вектора скорости     ),,,( yxvyxuw 


, плотность const , коэффи-

циент сдвиговой вязкости 0 const  в законе текучести 
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компоненты девиатора тензора напряжений 
ij

P
ijij

S   , где 
ij

  - компоненты тен-

зора напряжений, 
ijij

yxP 
3

1
),(   - гидростатическое давление. Величина 

s
k - пре-

дел текучести при чистом сдвиге в условии текучести Мизеса. 

Допускаемая системой уравнений (11.7.1) группа точечных преобразований является ко-

нечномерной. Соответствующая ей алгебра Ли операторов состоит из следующих опера-

торов: 

x
X 1 - оператор переноса (сдвига) по координате x : 

),,,,(),,,,( PvuyaxPvuyx   



y
X 2 - оператор переноса (сдвига) по координате y : 
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v
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P
X 6 - оператор переноса (сдвига) по переменной P : 
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 - оператор преобразования “растяжения-сжатия”:
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Как и ранее,  во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой параметр. 

 

11.8 Модель пластического материала, удовлетворяющего условию пластичности Треска  

(Система квазистатических уравнений Треска для плоского случая в декартовой системе 

координат) 

 

В проекциях на оси декартовой системы координат уравнения Треска имеют вид 
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где компоненты вектора скорости     ),,,( yxvyxuw 


, гидростатическое давление 

),( yxPP  . 

Допускаемая системой уравнений (11.8.1) группа точечных преобразований является ко-

нечномерной. Соответствующая ей алгебра Ли операторов состоит из следующих опера-

торов: 

x
X 1 - оператор переноса (сдвига) по координате x : 

),,,,(),,,,( PvuyaxPvuyx   

y
X 2 - оператор переноса (сдвига) по координате y : 
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P
X 4 - оператор переноса (сдвига) по переменной P : 
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Как и ранее,  во всех приведенных преобразованиях 
1Ra  - это групповой параметр. 

 



Приложение 2 

 

Формулы вычисления преобразований производных 1-го порядка при точечных 

 преобразованиях 

 

 

1. Одна функция )(xyy   одной переменной x : 
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Но  ),( xtyy  
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Решая линейную алгебраическую систему уравнений 2 на 2: 
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Формулы продолжения точечных преобразований 

(альтернативный вывод) 

 

Рассмотрим однопараметрическую группу G преобразований: 
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 где ),...,(),,...( 11 mn uuuxxx  . 

Введем дополнительные переменные }{
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где nim  1,1 , 

и зададим их преобразования формулами так, чтобы: 
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 при замене переменных (1) 
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для любой гладкой функции  )(xuu   . 

Этим условием б) формулы преобразования (2) однозначно определяются для любой 

группы G , и в результате получается однопараметрическая группа 
1
G  преобразований 

(1)+(2) в пространстве 
nmmnR 

 переменных ),,(
1
uux . При этом преобразования (1) назы-

ваются «точечными преобразованиями», (2) называются «первым продолжением этих то-

чечных преобразований», группа 
1
G  - «первым продолжением» группы G . 

     Запишем инфинитезимальный оператор алгебры Ли нашей группы   G : 
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Тогда оператор продолженной группы 
1
G  равен: 
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Дополнительные координаты 
 i  этого оператора подлежат определению из условия со-

гласования формул (2) с равенствами (3). С помощью величины ),...,( 1 m  , где 
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i dxudu   , равенства (3) переписываются в виде: 0 и 0  (7). 

Условия согласования формул преобразований (1), (2) с (3) (т.е. условия согласования, 

накладываемые на продолжение)  означают, что уравнение (7) задает инвариантное мно-

гообразие относительно группы 
1
G  преобразований (1), (2) и 
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С помощью инфинитезимального оператора 
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критерий инвариантности уравнений (7) записывается в виде: 
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Разрешая эту систему уравнений относительно 
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или  в сокращенном виде: 
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Аналогично строятся продолжения более высокого порядка. Например, для второго про-

должения оператор имеет вид: 
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